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() funkcyjach całkowitych symetrycznych 
Napisał 
FE. Mertens. 


— oe 


Zamierzam dowieść nowym sposobem głównych własności funkeyj 
całkowitych symetrycznych, tak n zmiennych, jak i n grup złożonych 
z tej samej liczby zmiennych. 


l. 


Twierdzenie. 


„Funkcyja całkowita F zmiennych 


PAPER TOR Wartą 10; € 2, (1) 


o spółczynnikach całkowitych , jednorodna tak co do ©, y, jako też co 
do u, v i tożsamościowo znikająca za podstawieniem Œ= u, y=v, po- 
dzielną jest algebraicznie przez av — yu a iloraz znowu posiada spół- 
czynniki całkowite.* 

Oznaczmy funkcyję F, aby uwydatnić jej zawisłość od zmiennych 


w, y, przez F(e,y) a rzad jej co do tychże zmiennych przez m. 


Z przypuszczonej jednorodności wynika tożsamość 


v” F(u, y) = F (we, vy). 


Jeżeli położymy 
ve — wy = w 
i wyrażenie 
F (vz, vy) = F (w + wy, vy) 
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rozwiniemy według potęg ilości w, to otrzymamy wyrażenie kształtu 
F (wy, vy) + w F, +w*F, +..., 
gdzie 
MYR ATE 
są funkcyjami całkowitemi o spółczynnikach całkowitych zmiennych (1) 


Jest zaś tożsamościowo 
F (uy, vy) =y" F(u, v) 


a według założenia 


F (u, v) = 0; 
mamy tedy 
F wz, vy) = wF, +wF +... 
czyli 
(2) v” F=(xv—yu).G, 


jeżeli położymy 
Ejek +... =G. 
Wyrażenie G musi być podzielnem przez v. Położywszy bowiem 
w tożsamości (2) v=0, otrzymujemy 
0 = — uyG; 
G musi więc zniknąć dla v = 0. Położywszy tedy Œ = v @,, mamy 
o"! F=(w— yu) G,. 
Jeżeli m — I jeszcze nie =0, to w ten sam sposób wnioskujemy, 


że G, musi być podzielnem przez v. Wnioskujac tak dalej, widzimy, 
że Œ podzielnem być musi przez v" i że położyć można 


G=v" Q 
F = (wv — yu) Q. 
2. 
Niechaj ©, y, Oraz fi, 9, .. . ©; Ua: Was ae Ua 


oznaczaja dowolne zmienne, i połóżmy 
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(wy, — ya, (TY, —ye,) ... (wy, —ye,) = f (2, y) 
f (a, y) = (wyw — Yt) fx (t, y) 
h (©, V) Salay Y;) «:. fallar Yu) F Z 
Z=fy(Tx, Yx) Zk 
P= (i y =a yery —u y,) +. . (zy, <y, ©.) 
(Tą Ys — Ey Ya) * + - ABr Ya —Y ©.) 


(W.osYa ="Mu=śi ©„) f 
P = fk (2k, Yk) Pr 
tedy funkcyja 
a" y” fx (ty; Yk) — sę yk fx (z, Y), 

w której przyjmujemy a + b = n — I, jest całkowita i jednorodną tak 
co do æ, y, jako też co do «,, Yx i znika identycznie za podstawie- 
niem © = 8k, Y= Yx. Musi więc być podzielna przez zy, —ye, i po- 
łożyć możemy dla k = 1, 2,...n 

g* y” f (7, 1 Ya) — ti yi f (z, y) = Q, (zy, — yr) 

c y” fą (Tzs Ya) — gy Y> f (z, y) = Q, (2Y; — yz, ) 


a" y” Pi (as Ya) — TA Yn [h (£, Y) = Qn (TY n — yt, ), 
gdzie 
Q, , Q, A i á Qu 
oznaczaja funkcyje całkowite. Jeżeli tożsamości te rozmnożymy stronami 
przez siebie i zważymy, że iloczyn dwóch funkcyj /,(%,y), fę (x.y) 


o różnych skazówkach a, B zawiera jako czynnik funkcyję f (z, y), to 
otrzymamy wypadek w kształcie 


ges yn* Zo OD yO ze > Z, fly) 27 y0 > ga yę Z, f, (T, y) — 
—...— gody?” szyn Z, f,(%,y) + W.f(z, y) = 
Qs Q- Qu f(1,Y), 
gdzie W oznacza wyrażenie całkowite. Sciagnawszy człony, zawierające 
czynnik f(x, y) i zważywszy, że 


n(n—1) n(n—1) 


za (H * PĄ „Zeit M APR; 
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otrzymamy tożsamość 


n(n—1) 
S a 
gdzie dla skrócenia położyłem 


bpe (n—1)b 


PL = Qf (z, Y), 


L = Pr" y” — P, sy yt fi (2, y) — Pyzz Y3 f,(2, Y) — o — Pata Ya fu(%, Y) 
=Q, Q=. Q,— W. 


W tej tożsamości Q zniknąć musi tożsamościowo. Ponieważ bo- 
wiem lewa strona podzielna jest przez z"'>*y"-9*, przeto Q także te 
czynniki zawieraćby powinno, co jednak być nie może; gdyż rząd wy- 
rażenia Q co do zmiennych z, y równa się tylko n(n—2) =(n—1)(a+-)— 1. 
Jest więc tożsamościowo 


= 


HZY: 
czyli 
Pr" P=P, aj yy f (9)+ Paz yt falt 9) +. + P, czyń f, (2,9). 
Z tej tożsamości bezpośrednio wypływa wzór interpolacyjny La- 
grangea , jeżeli tylko zamiast liczb a, b położymy kolejno wartości 
EDO WZW 1 BORES A CAE IEN D T, 


równania otrzymane rozmnożymy przez spółczynniki jakiejbadź funkcyi 
całkowitej jednorodnej (n—/)tego rzędu, | 


g(z,yj=bax""'+0b z" ży+b, az" "y' +... +b,_,y""'. 


Otrzymujemy tym sposobem 
(3) PHa, =P, etz, y) fr (2, DHP, 93 Ya) GE "+ Papl En Yf(T, y). 
Niechaj teraz | 
F(x,y) =a, x" —a, z"' y+a, z"*y*'—..ta,y" 


oznacza funkcyję całkowita jednorodna ntego rzędu zmiennych z, y, 
której spółczynniki 

Susi, 51% Hi A 
sa dowolnemi zmiennemi, i niechaj f rozwinięte co do zmiennych «, y 
ma kształt 


(4) f(a,y)=T, x" T, agn, po" gt —.T, y”, 
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gdzie 
PF =, +.cY, 
R = L, Ya Ys Yn FE TY, Ys = Vu ho +H Bu Y Ya = Yni 
) DE E E ET Y; EA IE AS E sa E A E A ER (5) 


e SKG <4: Oaa 

Położywszy we wzorze (3) 

r, F (z, y) = % f (z, y) 
y , 


któreto wyrażenie istotnie jest funkcyją całkowitą jednorodna zmiennych 
x, y rzędu (n—1)go, otrzymujemy po rozmnożeniu przez y 


ę (x, y) = 


F 
PU,F = 4, f) = Y P, F(z, ,y,)y/f,(%,y) +... 
1 


r 
4% z: P.M2a., fa) Yf a (2,4) . 


W tej tożsamości spółczynniki pojedynczych iloczynów 2* y” mu- 
szą się zgadzać po obu stronach, a przeto dla każdej skazówki k od 
k=0 do k =n mamy równanie kształtu 


P (Ka. Rz alx) =M, F(z, Y,) + M, F(x, , Y) +... + M, EEan Ya) (6) 
gdzie 
M,, M,,... M, 
oznaczaja wyrażenia całkowite zmiennych 


My gg tee py Yis Yas. e Yie 


Z równania (6) wynika ogólniejsze równanie 
PE? Ya, Arye 407 a4 v(T;, WZ r.))= N, F(a,,y,)+N, Fix, Ya )+-- (7) 
+ N,F(v,,yn), 
gdzie % oznacza dowolna funkcyję całkowita jednorodną rzędu mtego 
zmiennych a,, a, , -.a,, a Mi, Na,... funkcyje całkowite zmiennych 


Lj, Lo, o Y; Yaz- A0, O, ,... An. Ponieważ bowiem z powodu jedno- 
rodności jest tożsamościowo : 


VT G(6,4:6,, Q,,.) r $(9,D5G,T, „HE, + ), 
przeto położywszy ogólnie 


T, k —P< a, = Wy; 
Rozprawy matem.-przyr. Tom XXI. 43 
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otrzymujemy 
T" y(a,, a,,..)=4(T, a", a, +tw,,T, a, +w,, ...) 
=qy(T, a,,T, %, FT; ©, ...) + 0, W, + w, W, +.. tw, W, 


=agy(P,, TP, P+. .) + wo, W, + w, W, +.. +w,W,, 


gdzie 
fok E S . 
oznaczaja wyrażenia całkowite. Ztad, zważywszy, że każda z ilości 
Pw,, Pw,, ... Pw 
na mocy równania (6) ma kształt 
M,F(x,, y,) + M,F (4,. y,) + --.. 
wnosimy, że tożsamość (7) rzeczywiście istnieje. 


3. 
Twierdzenie. 
„Jeżeli wyrażenie całkowite © zmiennych 


Q,; A, +33, > a, 


19 Way 33 Car Uys Va; * * * Yny 


(8) 


a 


e aa N 


którego rzad co do żadnej ze zmiennych %,, %,,... z, nie przekracza 


liczby n — 1, posiada kształt 


D= M Fiz y,) + M,F(ax,, y,) +... +M, F(c,, yn); 


gdzie 
E, A F 


oznaczają wyrażenia całkowite zmiennych (8), natenczas © znika toż- 


samościowo*. 


Dzielac wyrażenia 
ak M,, ak M, ,... ak M 


o Eak 


przez F(w,, y,) względem zmiennej z, i obrawszy wykładnik u tak, 


ażeby a, nie zachodziło w mianowniku, możemy położyć 
at M, zę Q, F (z, , Ya) TD R, 
a; M, = © F' (z, , Ya) w R, 


ak M,_1= Qi F (2i Ya) + R,_, 1 
gdzie 
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są wyrażeniami całkowitemi nie przekraczajacemi rzędu n—1codo z, a 
> Q;::- Qui 
wyrażeniami całkowitemi jakiemibadź. Z tych równań wynika, że funkcyja 
ak P— R,F(a,, y,) — R.F(a,, n) —...— Rai Ffas Yana) 
tożsamościowo znika, albowiem nie przekracza rzędu n—1 co do zmien- 


nej z, a występuje, z drugiej strony, w kształcie funkeyi podzielnej 
przez F(z,, y„): 


| at M, T Q, F (z, , Y,) H= z + Qi- F(x,_, , SZYI E(z,, Ya) 


Jest więc 
mE E E CAE D a E I AEAEE Y,) +... + N. COA E PERN 
Podobnym sposobem położyć można: 
AN e aia A a E E P AS M A S 
R R NEPA s z Maca ) FD 
, 
IB Wc 1 AURS wok OY RET 
gdzie wyrażenia 
AE O 
co do %,—, nie przekraczaja rzędu n — 1, i wnioskować ztąd, że: 


pewy 


aktyg= S,F(z, ,y,) + 8,F(2,,9,) E-. F Su-g F(Wa_2; Yu-2)- 


Wnioskujac. tak dalej, dochodzimy do tożsamości 
BĘ CZESNE PIB, „TY, 
z której wynika 
aptyt +0 = 0, 
bo © co do zmiennej x, rzędu n—/ nie przekracza. Jest więc tożsamościwo 


=D. 


+ 
Twierdzenie. 
„Funkcyja całkowita jednorodna % zmiennych 


-ay 
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znika tożsamościowo, jeżeli znika za podstawieniem 
(9) a, =[,, a, =F,, a, =I,,... 0, =F,, 
gdzie 

„SBE rż > Zł i 
oznaczają funkcyje elementarne symetryczne (5) złożone z dowolnych 
zmiennych 


u 
Li y Boz see Cay Yis Yas = Yne 


Zachodzi bowiem według wzoru (7) tożsamość 
ES v (a, , dy; +. : An) okł 5 w(T,, 5; T,))= 


N, F(z,,y,) + N,P(z,, y,) +... +N, F(zu, Ya); 
jożeli m oznacza rząd wyrażenia v. Opuściwszy ezłon — Pa% 4(T,,...V„) 


na mocy równania wynikajacego z naszego przypuszczenia, że: 


LWA PKZ UR IL” 
mamy : 


T* Py(a,, a,,0, ... a„)=N,F (x,,y,)+ N,F(x, ,y) +... + NF (©,,y,)- 


Tu lewa strona zawiera zmienne 24, £o, ... ©, tylko o tyle, o ile 
one w P zachodzą, a zatem każda z nich tylko w rzędzie n — /. Musi 
więc według $. 3 być 

Tr Py(a,, 0, ,..) = 0 
a zatem także 


Y(% s , , «,. A) = O0. 


Jeżeli więc równanie całkowite jednorodne co do zmiennych 
1) 04;...a, O spółczynnikach niezawisłych od zmiennych 2,, z, ,... 
jest spełnionem, kiedy się robi podstawienia (9), to i pierwotnie musi 
być spełnionem. 


ay, a 


5. 


Twierdzenie. 


„Wyrażenie całkowite jednorodne 4 zmiennych 
NE POŁCOR M 


zawierać musi czynnik ay, jeżeli za podstawieniem 


8, BĘ, WST TZ WE, 
staje się podzielnem przez Vs. 
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 Połóżmy 
fa l, Yy = (öy, — ya, (ry, —ya,) ... (TY; —YŻ,-,) 
=QA,t" "At" y+..-tA,_,y""'. 


Ponieważ ztad wynika: 
—yf(r,y)z—A,T"' y+A, Z *y'—...FAx=1Y; 
przeto widocznem jest na mocy tożsamości (4), że wyrażenia elemen- 
tarne symetryczne 


przez podstawienie 


przechodzą względnie na 
TE E EENT EN 


Jeżcli teraz położymy 


Y=0,9 +4; 
gdzie y nie zawiera zmiennej ay, to z założenia mamy: 


(6 ZES T, a r a SEEE E r AUE EEE, 
= Y W. 


Kładac w tej tożsamości 
ta =I y=0 
wnioskujemy, że: 
LAK. arty EB A W: 
Wyrażenie zatem y, na mocy $. 4, tożsamościowo musi być ró- 
wnem zeru i mamy 


Y = 029. 


6. 


Twierdzenie zasadnicze w teoryi funkcyj symetrycznych tak wy- 
powiedzieć można. 


„Jeżeli S oznacza wyrażenie całkowite zmiennych 


Lis Ma; 11. A Wis Yay rei Wn; 
o spółezynnikach całkowitych, które co do n par zmiennych 


(x, 1 Y), (24 , Y), spi (a; Ya) (10) 
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jest symetrycznem i co do ilości każdej pary z osobna jednorodnem, to 
utworzyć można wyrażenie całkowite i jednorodne zmiennych 
Gr Gi +v. T 
o spółczynnikach całkowitych, które za podstawieniem 
a= T./9,., Bdy rom dRZJA 


przechodzi na S$. Takie wyrażenie tylko jedno istnieje“. 


Jeżeli istnieje funkcyja całkowita jednorodna v (a,, a,, ... a,), 
która spełnia tożsamość : 
(11) UMI ANE PRZETE GM A 


to na mocy tożsamości (7) będzie : 
PES 4 (a,, a,. .-.)— az Y(T,,T,, ...)) = NV, F(z,,y,) +«- PN„E (25; 5) 
czyli 


(12)  PTrty(a,, a, ,..)— a: 8)=N,F' (2, ,y,) r. NG P (2,5 94), 


gdzie m oznacza rząd wyrażenia.v, który zarazem musi być rzędem 


funkcyi symetrycznej S$ eo do zmiennych każdej z par (10). 


Przez szereg dzieleń algiebraicznych wyrażenie a; PS sprowadzić 
się daje do kształtu : 


(13) a;PS=R+ M,F(a, ,y,)+ M,F(x,,y,) t ... + MF (t, Ya) 


gdzie R eo do żadnej ze zmiennych 2, , 2,, ... %, nie przekracza rzędu 
n— 1, a 


M, , M,... M 


oznaczaja wyrażenia całkowite i gdzie zarazem wykładnik » tak może 
być dobranym, aby ag tylko w potęgach o wykładnikach nieujemnych 
zachodziło. Dzielac bowiem najprzód przez F(e,, y„) otrzymujemy 
pierwsza resztę nieprzekraczajaca rzędu n— 1 co do a,; dzieląc potem 
tę resztę przez F(w,_,, y,_,) dochodzimy do drugiej reszty nieprze- 
kraczającej rzędu n — 7 ani co do z,, ani co do «,_, it. d. Mamy 
więc, przypuściwszy > m, (co wolno), na mocy tożsamości powyżej 
stojących : 


Pa;"*Tev(a, ,a,)— R=(M,+a)-*"N,)F(x, ,y,)+(M,+a)""N, )F(x,, y,)+. 
+ (M, +as"" Na) F (£n, Ya), 
a ztąd na mocy twierdzenia §. 3 


PTYay-"v(a,, a,, :.. 0) — R=0. 
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Reszta więc R podzielna być musi przez Pr; a;"" a iloraz daje 
wyrażenie v. 

Wnioski te wskazuja drogę do utworzenia funkcyj 4. Należy się 
tylko odwrotnie przekonać, czy reszta BR jest istotnie podzielna przez 
PT4a;"" i czy iloraz spełnia tożsamość (11). 

Przestawmy w tym celu w tożsamości (13) dwie jakiebadż pary 
zmiennych (wę, ya) i (wę, yg), przez co wyrażenia: 

"BĘ SAR o POSEW PETZ Mg, l 
niechaj przejda odpowiednio na 
© PAP dRiNr (WERE AA 

Ponieważ P zmienia tylko znak swój a 8 zostaje niezmienionem, 
otrzymamy tożsamość : 

—a, PS=R'+ M, F(a,, y,)rM.F(a,,y,)+ ~ + M, F(2, yn), 
która dodana do (13) daje 

R+R'=—(M, + M,) F (x,,y,) — (M, + M) F(t, Y) — ... 


Na mocy twierdzenia $. 3 musi więc być tożsamościowo 


RER =0. 


Wyrażenie R zatem znika za podstawieniem: 
wg = Za YB "Va 


i musi przeto zawierać czynnik z, yg — Œg Ya, A ponieważ wniosek ten 
odnosi się do każdej pary skazówek u$ szeregu 1, 2,... n, widocznem 
jest, że R zawierać musi każdy czynnik iloczynu odmieniajacego (alter- 
nujacego) P. Możemy więc położyć 


gdzie () oznacza wyrażenie całkowite. Wyrażenie to nie może już za- 
wierać zmiennych 24, %9,... Za, ponieważ P jest rzędu n— 1 ço do 


każdej z tych zmiennych. Q więc tylko już zawierać może zmienne 
CE NZACE „Pi AR AA E 


Ponieważ nadto Z musi być jednorodnem rzędu m +n—1 co do 
zmiennych każdej z par (10), przeto Q musi być podzielnem przez 
Y, Yz,- Ya Czyli Cy. Można więc dalej położyć 


Q = Tę ę, (15) 
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gdzie ọ oznacza funkcyję całkowita jednorodna samych zmiennych 


a 


GAAP 4d 


Funkcyja ta może mieć tylko spółczynniki całkowite, ponieważ 
przez dzielenia, które do R i Q prowadza, nie może być wprowadzo- 
nym żaden ułamek liczebny , w żadnym bowiem z dzielników użytych 
potęga najwyższa zmiennej nie posiada czynnika liczebnego różnego od 


jedności. 
Na mocy równań (14), (15), tożsamość (18) przechodzi na 


P(a; S—T" g) = M, F(a,, y) +..+ M, F(E, Ya) 


i za podstawieniem 


= 4=F, a, =T; 
otrzymujemy 

P (rS EE y En E ,.2.9015:0 
czyli | 
(16) ro S= ge (D Tige) 


Jeżeli v > m, to ç (To, T4, .. .) zawiera czynnik F3—™, i na mocy 
twierdzenia $. 5 wnosimy, że 7 podzielnem być musi przez a%=™. Po- 
łożywszy więc 

p = aY, 
otrzymujemy z (16) 
NIP A = 

Gdyby istniało drugie wyrażenie W (a, , a;,...) spełniajace toż- 
samość 

GATE, FK, 
to z równania 
VT, r, p.) cd y(T,, i kaa 


na mocy twierdzenia $. 4 wnosimy , że 
W Ka; Gy, -.J=tHlfa, , G,',.) 
Wyrażenia zatem y i W różnić się nie moga. 
e 


Ażeby twierdzenie ustępu poprzedzającego otrzymać dla Got, 
całkowitych symetrycznych Ś, zawierajacych n zmiennych 


BT AR, ED 
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= 3 wystarcza położyć 
Mi WY E =y=l1 
Położywszy tedy dla skrócenia 
A = (2, ~ t) — z) ... (2%, — 2) 
(2, — 2) ... (23 — La) 
(£a -1 — a) 
E a A Y ea A e eA E aa, a a a A 
F(z) =x" —a, 2 +a, g nn‘ A, 
gdzie 
Ti=4 +4 +...+2, 
T, =a, t +z, z +... + a_y2, 
D.sG2 GI, 
mamy do przerobienia funkcyi symetrycznej $ prawidło następujące: 
Sprowadźmy iloczyn Œ}! æT? ... «,_, B za pomoca po kolei 
użytych dzielników 
A EE AA AE Fl2.) 
do kształtu 
R+ M, F(a,) + M, F(z) +... + M, F(z), 
gdzie FR co do żadnej zmiennej 24, «,... «©, nie przekracza rzędu 
n—1,a 
R ERO 5 
oznaczaja wyrażenia całkowite; i oznaczmy w œR człon zawierajacy ilo- 
czyn æ% æ ... ©), w którym wykładniki a, B,...v bez wzglądu na 
porządek maja być liczbami O, 1, 2,... n— 1, przez 
Aapa v atah ... ay. 


Natenczas będzie 
y(a,, a,,... a) = È E Aap... v 
ACE 11 WO BE DA 
gdzie znak sumy odnosi się do wszystkich przemian af... v liczb 
Oysży dys. WL 
a znak = do klasy kaźdorazowej przemiany jak przy tworzeniu wy- 


znacznika. 
Rozprawy mat.-przyr. T. XXI, 44 
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Aby prawidło to uzasadnić, wystarcza w tożsamości : 

m; "0. ...0..,DS6R+M,F(e,) + M, F(z,) +... 
uskutecznić wszelkie możliwe przemiany zmiennych 44, Z, ... £, i utwo- 
rzyć sumę wypadków wziętych ze znakiem +, odpowiadajacym klasie 
każdorazowej przemiany. W sumie tej $ występuje że spółczynnikiem A, 
jakiebądź wyrażenie 4,g.. „, ze spółczynnikiem +A, gdzie znak + od- 
powiada klasie przemiany af. ..v, a człony wyrażenia R, zawierające 
iloczyn æ% ZĘ ... ©,, którego wykładniki nie sa wszystkie pomiędzy 
soba różne, zupełnie się znoszą. Będzie więc 


A8S=AZŻ+Ayg..., t N Fw) + N, F(z,) +... 


(17) | 
=NMy(a,, a,,... dz) + N, F(z,) +... 


a ztąd gdy podstawimy 


AR SE AS, AEN i a,=T, 
otrzymujemy 
MEAS A PS, 
EEE GPRS EREI PAW 
Oznaczywszy przez [ę| 1 spółczynnik iloczynu A 


zda u, 7, MAZ" R 
w rozwinięciu funkcyj ę według potęg malejacych zmiennych %4, za, ..., 
i zważywszy, że 
A 
(erra raea ERS = 1 
z A P TA 5 


możemy także na mocy tożsamości (17) położyć 


= Ró FO 


DEPO PEERA M, 
n„n=1 n 
WoD acz, 


8. 


Jezeli przez 
żwm 20:02 -.. dy 
oznaczymy sumę różnych wartości, które wyrażenie ©; ©ą .. . %3 przy- 
biera przez wszystkie możliwe przemiany zmiennych 24, %4, ...2,, to 
wiadomo, że każda funkeyja całkowita symetryczna rzeczonych zmien- 
nych da się linijowo złożyć z sum s. Sumy s zaś w następujacy spo- 
sób wyprowadzić można. 
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Jeżeli żaden z wykładników a, b,...e nie przekracza liczby m 
i położymy 


G (1) = u, Hug + ua” +... + ua”, 
rozumiejąc przez i 
EJ AE TTW * 
zmienne dowolne, to suma s występuje jako spółczynnik iloczynu 


u a w b .... u e 
w rozwinięciu iloczynu 


W = E (a) G(a,)... G(z,). 
Iloczyn ten zaś czyli wyniknik fuńkcyi 2.1 


f (a) =(1r—a,)(x—ux,) .. (= 1,)=x" —T, ei +..*T, 


w następujący sposób przerobić można na funkcyję wyrażeń elemćntar- 
nych symetrycznych 


oem B> 


Mamy, mnożąc równanie 


s PORE BEZ aA OŚ, E 
przez iloczyn W 


| G(x), £, G(w,),xy G(z,),. . zy”! G(x) 


AW = GLa), £, G(t;), £3 G(£;), +. Ga”! G(t,) 


| G(2,),0, Heo Glw,),... ©)! G(2,) 


Jeżeli teraz wyrażenie x” G(x) przez dzielenie sprowadzimy do 
kształtu 


zy G(x) = Qf (a) + Ry(2), 


= Qf (E) + ry. try EEP, Ht Tya AT, 
to będzie 


R,(«,), R, (£,), E a Na Raaka) 
AW = R, (t,), R,(%,),... R,_,(c;) 


Ra, ; R, (Ta); WY Rz (2a) 
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a ztąd według prawidła na mnożenie wyznaczników 


Too Toi PEST 
W= Tao 4: PARE PE. 
ET MSEPEWTE NE WALE CA TY 
9. 
Niechaj dla skrócenia będzie 
A=(a—f1,)(r,=2,)... (w —2,) 
(x,—z,) . . . (4 —1,) 
: 040 PETN 
p W, FUTy t CY + +... + Wk 
(18) CĘYŁ .;. SĘ = TZ; 


gdzie a, b, ... e oznaczają wykładniki całkowite nieujemne. Nazwijmy 
spółczynniki występujące w rozwinięciu wyrażenia 
(19) (© +w,)(c+w,) ... (© +w,) — z" 
według zmiennych 
n RES red APEYCA 
ogólnie spółeczynnikami Q. Sato funkcyje całkowite i symetryczne n 
grup zmiennych 
(2, 3 Yi? PAR - 2,) 
(20) WPW > SERA 29, 


(©, ; Yny»: Za); 
t. j. funkcyje całkowite zmiennych, zawartych w tych n grupach, które 
się identycznie nie zmieniaja, kiedy grupy rzeczone na jakibądź sposób 
przemieniamy. 
Funkcyja symetryczna kształtu 
= I 14. +F; 

w której 7,, 7,, ... T, odnoszą się do tych samych wykładników 
a, b, ...e, w następujacy sposób da się przerobić na funkcyję całko- 
wita spółczynników Q. 


Połóżmy 
a+b+...+e=m 
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i przedstawmy sumę 


WPF. «+ <> le 


za pomoca wzorów (IRARDA- NEwToNA jako funkcyję całkowita wyrażeń 


Wy r: +... + w, 


które jako spółezynniki różnych potęg zmiennej «2 w rozwinięciu funkcyi 
(19) sa funkcyjami linijowemi spółczynników ©. Możemy więc położyć 


WY + + woz +... + 0y "9, 


gdzie ę oznacza funkcyję całkowita wiadoma zmiennych w, v,... w 
i spółczynników Q. Jeżeli teraz lewa stronę tej tożsamości rozwiniemy 
według zmiennych u, v,...w, to spółczynnik iloczynu u*v”... w° 

m! ś 
>| s (psyc: T. Oznaczywszy zatem spółczynuik tego samego 


iloczynu we funkcyi ę przez 4, mamy 


a!bl...e! 


równa się 


T = aaa A. (21) 
m! 
10. 
Twierdzenie. 


„Funkcyja całkowita zmiennych (20) rozmnożona przez A, daje 
[4 


się wyrazić całkowicie przez spółczynniki Q i zmienne 2, , 44, ... La“. 
Weżmy na uwagę równania 
PORI ADO. IE a MY | 
8 THA AU os BIJE. SEA: 


©; T,+u4g : ła WERE SE RY PB, 


KOCE BE SC o EE PAG SZYC r ADA WOK 16 WESA 
w których 


GE „PARE 


sa iloczynami kształtu (18) o tych samych wykładnikach a, b,... e 
i których prawe strony 


AK A 50-42, 


ZZ 
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na mocy tożsamości (21) będa funkcyjami całkowitemi znanemi spół- 
czynników Q. Rozwiażmy pierwsze m ztych równań co do Ta. W tym 
celu należy je rozmnożyć odpowiednio przez spółczynniki funkcyi 


(c—z, (8—2) ... (I—a,) 
c—T 


Pa (2) = 


i dodać. Po dodaniu odpadają niewiadome 
MADE OPADY, 


m— | 
i otrzymujemy 

Wn (Tu) T s LW + ZG Taa, +++ LR, T,, 
gdzie 


Lœ € U; STR Lm 


u=—m 


oznaczaja wiadome funkcyje całkowite zmiennych 2,, 2, 
czynników Q. 


OCL E A) L 


Mamy zatem równania 
g, (7,)7,=Z9+1L77,+L6 7, +... + LO, 7 


(22) 4% (%,) T, =L$"+ LP T, +...+ 18, T, 


UR (©,) * A LP , 
za pomocą których jakibądź iloczyn 
J=ATT ST, 


przerobić możemy na funkcyję całkowita spółczynników Q i zmiennych 


Lis Mg; s.. Ta’ 


Zważywszy bowiem, że 
A= g, (2) h (£a) ++ W, (Za) 


i że iloczyn dwóch wyrażeń Tą znowu stanowi wyrażenie 7, , chociaż 
o innych wykładnikach, możemy najprzód z iloczynu J czynniki 4, (2, ) 7, 
za pomoca pierwszego ze zrównań (22) wyrugować, przez co iloczyn J 
przechodzi na sumę członków kształtu 


Hy, (2a) Ya (La) . -> Wa „BABE U N Eag 


gdzie H oznacza funkcyję całkowita spółczynników Q i zmiennych 


©,, Ly, ... ©,. Następnie z każdego z tych członów możemy czynniki 


1? 
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v, (x) T, wyrugować, za pomoca drugiego z równań (22) i otrzymu- 
jemy na J sumę członów kształtu 


BY (5) <=" GMT Z, 05 BA 


Postępujac tak dalej, dochodzimy do członów kształtu 
H 4, (%,) Tas 

które za pomoca ostatniego z równań (22) na funkcyje całkowite zmien- 
nych w, , «,,... i spółczynników Q przerobić możemy. 

Ponieważ zaś najogólniejsza funkcyja całkowita © zmiennych (20) 
występuje jako suma członów kształtu 

ARE TE, 

gdzie c oznacza spółczynnik niezawisły od rzeczonych zmiennych, przeto 
także ogólnie położyć możemy 


AO s B(2 ,4,/5:2) (23) 
gdzie © oznacza funkcyję całkowita zmiennych 2, , 2,,... ©, i spół- 
czynników Q. 


Funkcyję tę P nadto przypuścić możemy jako rzędu niższego od 
ntego względem każdej ze zmiennych 2,, 2%, ... «,. Położywszy bowiem 
w wyrażeniu (19) 


otrzymamy iloczyn 
(xu—1, )(c—1)... (12), 
którego spółczynniki należa do spółczynników Q i który daje dla każdej 
skazówki k 
m (Z, +2,+.. HTC" + (0,0, +... Jay Y"* —.. o, ..%,. Wy =0. 
Te równania pozwalają nam potęgi zmiennych 2, , 2, ... ©, Wyż- 
sze od (n—f)tej zniżyć do potęg O, 1,... n—l. 


Jeżeli w szczególności © jest funkcyja symetryczna grup (20) 
i w tożsamości (23) uskutecznimy na nich jakabadź przemianę, to otrzy- 
mujemy 


t AO = Ọ (z, Tg, -.. Ly), 


gdzie znak + odnosi się do klasy przemiany af... v skazówek 1, 2,... n. 
Mamy zatem także 


40=+©(z,, Tę, ::. By) 
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n!4080= SED (Ea, tę, ... 2 te), 
ie znak sumowania odnosi się do wszystkich możliwych przemian 
Pa ...y skazówek 1, 2,... n. Ponieważ suma taka dla iaag 
szej funkcyi kiej podzielną jest przez iloczyn PA 
-przeto położyć możemy 


2 t P(ry, Egy... 2) = AQ, 


gdzie Q już nie zawiera zmiennych a,, 2,, ... «, poza spółczynni- 
kami Q i otrzymujemy 


dys 
zda i 


= Funkcyję całkowitą symetryczna można więc zawsze przerobić na 
 funkeyję całkowita spółczynników Q. 


